Chapitre 18. Espaces vectoriels de dimension finie

1 Définitions et lemmes fondamentaux

1.1 Sous-familles

Définition 1.1.
* Une sous-famille d"une famille F = (x;);c; est une famille de la forme (x;);cj ot ] C I
* En particulier, une sous-famille de (x;)}"_; est une famille de la forme (x;, );_,
oul<ip<iph<..<iyp<n

Proposition 1.2. Soit F une famille de vecteurs d'un ev E et G une sous-famille de F.
x Si F est libre, alors G aussi.

* Si G est génératrice, alors F aussi.

Lemme 1.3 (Lemme de précipitation). Soit (x1, ..., x,) une famille libre d'unev E ety € E.
Alors (x1, ..., X, y) est liée ssiy € Vect(xy, ..., xp)

1.2 Espaces vectoriels de dimension finie
On fixeunev E.

Lemme 1.4 (Théoréme de la base incomplete, version forte).
Soit (x1, ..., Xu, Y1, ..., Yp) une famille de vecteurs de E telle que :
* (xq,...,xy) libre.
* (X1, 0, X, Y1, -, Yp) génératrice.
Alorsil existent 1 < j; < ... < j, < p tels que (x1,..., Xu, ¥}, .-, j,) s0it une base de E.

Corollaire 1.5 (théoréme de la base extraite). Soit (1, ..., yp) une famille génératrice de E.
Alors on peut en "extraire” une base : il existe 1 < j; < ... < j» < p tels que (yjl, . y]-r) soit une base de E.

Corollaire 1.6. E admet une base finie ssi E admet une famille génératrice finie.

Définition 1.7. On dit que E est de dimension finie s’il admet une base finie (ou une famille génératrice finie,

puisque c’est équivalent).

Corollaire 1.8 (Théoreme de la base incompleéte, version faible). Supposons E de dimension finie.
Soit (x1, ..., x5 ) une famille libre de vecteurs de E. On peut alors la "compléter" en une base :

on peut trouver zy, ..., z, € E tels que (x1, ..., X, 21, ..., 2r) soit une base de E.

1.3 Dimension

Lemme 1.9 (Lemme de I'échange de Steinitz). Soit ey, ...,e; C E.
Alors toute famille de n + 1 vecteurs de Vect(e, ..., ;) est liée.

Corollaire 1.10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
* Si L est une famille libre de vecteurs de E et G une famille génératrice de vecteurs de E
alors G a au moins autant d’éléments que L.

x Toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments.

Définition 1.11. Soit E un evdf [ev de dimension finie].
On en définit sa dimension dim E € IN comme étant le nombre de vecteurs de ses bases.



Définition 1.12.
*x Une droite (vectorielle) est un ev de dimension 1.

* Un plan (vectoriel) est un ev de dimension 2.

Théoréme 1.13. Soit E un evdf et 7 = (xq, ..., x;;) une famille de vecteurs de E.
Alors :

x Si F estlibre,onan < dimE

* Si F est génératrice, onadimE < n

% Sin = dimE, alors LASSE :

(i) F libre.
(if) F engendre E.
(iii) F est une base de E.

1.4 Retour aux familles échelonnées

Théoreéme 1.14. Soit Py, Py, ..., P, € K[X] tels que Vi € [0,n], deg P; = i.
Alors (Py, ..., Py) est une base de K, [X].

1.5 Classification des evdf a isomorphisme pres
Théoréme 1.15. Soit E, F deux ev.
* Si E et F sont isomorphes, E est de dimension finie si et seulement si F I'est.
* Si E et F sont de dimension finie, alors E et F sont isomorphes ssi dim E = dim F.

2 EV de dimension infinie (hors-programme)

Si E possede une famille libre infinie (e;);c;, alors E est de dimension infinie (cad qu’il n’est pas de dimen-

sion finie).
En effet, si E était de dimension finie d = dim E on pourrait extraire de (¢;);c; une famille (nécessairement
libre) a d + 1 vecteurs, ce qui est absurde. Cela donne des exemples d’espaces vectoriels de dimension infinie :
x K[X], avec sa base (X"),eN
(1,0,0,0,..., )
* RN, eg. | (0,1,0,0,.., )
(0,0,1,0,..., ), etc...
* RR, ou C®(R,R) e.g. (x — €™ )per
Toute la suite du B est hors-programme.

2.1 Existence de bases

* Le lemme de précipitation marche trés bien avec des familles infinies.
* Le théoreme de la base incompléte reste vrai avec essentiellement la méme preuve : la famille libre

maximale est fournie par le lemme de Zorn.

Lemme 2.1. Soit (I7)rcT une famille d’ensembles telle que Vi, 7o € T, I, C I, ou I, C Iy

Onnote I = |J Ir et on prend une famille (x;);c;.
IeT
Si toutes les familles (x;);c;, sont libres, alors (x;);c; est libre.

Corollaire 2.2. Tout espace vectoriel admet une base.



2.2 Définition de la dimension

Lemme 2.3. Soit (x;);c; et (y;)jej une famille libre de vecteurs de Vect(x;);c;
Alors il existe une injection | — I.

Corollaire 2.4. Si (¢;);c; et ( f]) jej sont deux bases d"un méme ev E, alors [ et | sont en bijection.

2.3 Bases de Hamel

Définition 2.5. Une base de Hamel est une base du Q-ev RR.

3 Sous-espaces vectoriels et dimensions

3.1 Inégalité des dimensions, base adaptée

Théoréme 3.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sev de E.
Alors F est de dimension finie et dim F < dim E.

Théoréme 3.2. Soit E un evdf et F un sev de E.
Alors il existe une base (e, ..., €, €11, ..., n) de E telle que (e, ..., ;) soit une base de F.

Théoréme 3.3. Soit E un evdf et F unsev de E.
SidimF = dimE, alors F = E.

Définition 3.4. Un hyperplan d'un espace vectoriel de dimension finie E est un sev de E de dimension
dim E — 1.

3.2 Sommes (directes) et dimension

Lemme 3.5. Soit E un espace vectoriel et Fy, ..., F- des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie et en

.,
somme directe. Alors @ F; est de dimension finie et dim(@ F;) = ¥ dim F;
i=1 i=1 i=1

Proposition 3.6. Soit E, ..., E; des espaces vectoriels de dimension finie.

.
Alors Eq X ... X E, est de dimension finie, et dim(E; X ... X E;) = ¥ dim E;
i=1

Proposition 3.7. Soit E un evdf et F un sev de E.
Alors F possede (au moins) un supplémentaire dans E et tous les supplémentaires de F sont de dimension
dimE — dim F

Théoreme 3.8 (Formule de Grassmann). Soit E un ev. Soit F, G deux sev de E de dimension finie.
Alors dim(F + G) = dim F +dim G — dim(F N G)

Théoréme 3.9. Soit F, G deux sev de dimension finie d’un ev E.
* F et G sont en somme directe ssi dim(F + G) = dim F + dim G
* Supposons E de dimension finie dim E = dim F + dim G.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) F et G sont en somme directe.

(i) F+G=E

(iii) F et G sont supplémentaires: E = F® G



3.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 3.10. Soit x1, ..., x) des vecteurs d'un ev E.
On définit le rang de cette famille : rg(xy, ..., xp) = dim Vect(xy, ..., xp)

Proposition 3.11.
* Onarg(xy, ., xp) <p

*

Si E est de dimension finie, rg(x1, ..., xp) < dim E (et donc rg(xy, ..., xp) < min(p,dimE) )

*

Ona (xy,..., xp) libre ssirg(xq,..,xp) = p

*

Ona (xy,..., xp) engendre E ssirg(xy, ..., xp) = dimE

* (x1,...,Xp) est une base de E ssirg(xq,...,xp) = p = dimE

4 Applications linéaires et dimensions

4.1 Injectivité et surjectivité

Théoréme 4.1. Soit E et F deux espaces vectoriels et f € L(E, F)
* Si F est de dimension finie et f injective, alors E est de dimension finie et dim E < dim F
* Si E est de dimension finie et que f est surjective, alors F est de dimension finie et dim F < dim E
* Si E et F sont de dimension finie et que dim E = dim F, LASSE :

(i) f injective.
(ii) f surjective.
(iii) f est unisomorphisme.
Corollaire 4.2. Soit Eun evdfet f € L(E).
Alors f injectif <= f surjective <= f € GL(E)
Corollaire 4.3. Soit E un evdfet u € £(E). LASSE :
(i) u estinversible a gauche: 3v € L(E), vou = idg
(ii) u estinversible a droite: Jv € L(E), uov = idg
(iii) u est un isomorphisme.
Théoréme 4.4. Soit A une K-algébre et B une sous-algebre de A de dimension finie.

Soit x € BN A* (cad x € B etil possede un inverse dans A).
Alors x € B* (cad l'inverse x~! € B).

4.2 Rang d’une application linéaire

Définition 4.5. Soit E, F deuxevet f € L(E,F)
* On dit que f est de rang fini si im f est de dimension finie.
* Sic’est le cas, le rang de f est rg(f) = dim(im f)

Proposition 4.6. Soit E, F deux espaces vectoriels et f € L(E, F)
* Si E est de dimension finie, alors f est de rang fini, est rg f < dim E
* Si F est de dimension finie, alors f est de rang fini, estrg f < dim F

Proposition 4.7. Soit E, F, G trois espaces vectoriels et f € L(E,F), g € L(F,G).
* Si f est de rang fini, alors g o f aussietrg(go f) <rgf
* Si g est de rang fini, alors go f aussietrg(go f) <rgg

Proposition 4.8. On reprend les notations de la question précédente.
* Si f est un isomorphisme et que g est de rang fini, onarg(go f) =rgg
* Si g est un isomorphisme et que f est de rang fini, onarg(go f) =rg f



4.3 Théoreme du rang

Théoréeme 4.9 (du rang / rank-nullity theorem). Soit E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et
f e L(EF).
* Soit S un supplémentaire de ker f dans E (E = ker f @ S).
Alors f induit un isomorphisme f : S — im f
* On ala formule durang:rg f = dim E — dim ker f

Corollaire 4.10. Avec les mémes notations, on a :
* f injective <= dimkerf =0 <= rgf =dimE
* f surjective <= rgf =dimF
* fiso <= rgf =dimE =dimF

On retrouve les résultats de la section 1.

4.4 Formes linéaires et hyperplans

Définition 4.11. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Une forme linéaire sur E est une AL E — K.
On note E* = L(E,K) et on appelle dual de E 1'espace des formes linéaires sur E.

Proposition 4.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
* Soit @ € E* non nulle. Alors ker & est un hyperplan de E.
* Soit H un hyperplan de E
— Il existe « € E* non nulle tel que H = kera
— Sia, B € E* vérifient kera = ker p = H alors 3A € K\ {0} : p = Aa

Proposition 4.13. Soit E un ev de dimension #.
* Tout sev F de E de dimension d est l'intersection F = Hy N ...N H,,_; de n — d hyperplans.
% Réciproquement, si Hy, ..., Hy sont r hyperplans de E, alors dim(H; N...NH,) > n —r.

Définition 4.14. Etant donné un sev F de E, on définit sa codimension cod(F) = dim E — dim F

.
Lemme 4.15. Si Fy, ..., F; sont des sev de E, alors cod(F; N...N F) < ¥ cod(F)
i=1

5 Représentation matricielle

5.1 Matrices d’un vecteur, d’'une famille, d’une AL

Dans toute cette section, E est un espace vectoriel de dim p, muni d’une base B = (e, ..., ep)
F est un espace vectoriel de dim 7, muni d"une base C = (f, ..., fp)
M
Rappel : Tout vecteur y € F a une matrice Matc(y) = | : [, 00 Ay,..., Ay € Ksont tels que y = i Aifi
i=1
An

Définition 5.1. Soit y1, ...,y € F. On définit la matrice de la famille (v, ..., yp) dans labase C :

Mate(ys, - yp) = (Mate(nn) | | Mate(yp)) € Mup(K)

Définition 5.2. Soit u € L(E, F). On définit le matrice de u dans les bases B et C :

Matgc () = Mate(u(er), ., u(ep)) = (Mate(u(er)) | - | Mate(u(ey))) € Mup(K)



Définition 5.3. Soit u € L£(E). On définit la matrice de u dans la base B :
Matg(u) = MatBIB(u) S MP(K)

Proposition 5.4 ("évaluer c’est multiplier"). Soit x € E.
Alors
Matc (u(x)) = Matg ¢ (1) Matg(x)

Corollaire 5.5. Soitu € L(E,F).Ona:
« Pour toutx € E, x € keru <= Matg(x) € kerMatp ¢ (u)
« Pour touty € F,y € imu <= Mat¢(y) € imMatg ¢ (u)

Proposition 5.6 ("composer c’est multiplier"). Soit E, F, G trois evdf de bases
B=(e1,....ep),C = (fi,,fu), D= (g1,.--,8m) etu € L(E,F)etv e L(F,G)
Alors

Matg p(v o u) = Mate p(v) Matg ¢ (1)

5.2 Application linéaire associées a des matrices

Théoreme 5.7.
* Mate : F — K" est un isomorphisme (d’év).
* Matgc : L(E,F) = My(K) est un isomorphisme (d’év).
* Matg : L(E) — M,(K) est un isomorphisme (d’év).

Corollaire 5.8. On adim L(E,F) = dimE - dim F

Corollaire 5.9 (du corollaire).
* dim £(E) = (dim E)?
* dim E* = dim L(E,K) = dimE

Corollaire 5.10. Soit u € L(E)
Alors u est un automorphisme ssi Matg (1) est inversible.
Autrement dit: u € GL(E) <= Matg(u) € GLy(K)

5.3 Rang d’une matrice

Définition 5.11. Soit A € My, (K)
On définit le rang de A : rg A = dim(im A)

Proposition 5.12.

* Soit y1,...,yp € F.Onarg(yy, ..., yp) = rgMatc(y1, ..., Yp)
* Soitu € L(E,F).Onargu =rgMatgc(u)

Théoréme 5.13.
* VA € Myp(K), rg A < min(n, p)
* VA € Myp(K), VB € Mpy(K), 1g(AB) < (rg A, rg B)
VP € GL,(K), rg(PA) =rg A

* VA € Myp(K),
VQ € GL,(K), rg(AQ) =rg A



Théoréme 5.14 (Théoréme du rang).
* VA € Myp(K), rg A = p — dimker A
* Pour tout A € Myp(K), ker A = {Ogr} <= rgA=p
imA=K" < rgA=n
* En particulier, pour tout A € M, (K), ona
rgA=n <= A€ GLy(K) <= kerA ={0gn} <= imA =K"

Corollaire 5.15. Soit A € M;;»(K) et A’ € M;;p(K) la matrice obtenue en effectuant des opérations élémentaires
(échanges, dilatations, transvections) sur les lignes et les colonnes de A. Alors rg(A’) = rg(A)

"Le rang est invariant par opérations élémentaires".

6 Changement de bases

6.1 Formules

Définition 6.1. Soit F un ev de dimension n etC = (fi, ..., fu) et C' = (f{, ..., f;) deux bases de F.
On définit la matrice de passagede CaC’:

Peyer = Mate(C') = Mate(ff ., £})

Proposition 6.2. Soit F un ev de dimn et C, C’ deux bases de F.
* Ona Pe_or = Matcrrc(idp)
* Ona Py € GLy(K) et P, L., = Poryc
« Pour toute matrice Q € GL,(K) et toute base D de F, il existe une unique base D’ de F telle que
Pppr=Q

Théoréme 6.3 (Changement de bases pour un vecteur). Soit F un ev de dimn et C, C’ deux bases de F.
Pour toutx € F,ona
Mater(x) = PC_iC/ Mate (x)

Théoréme 6.4 (Changement de bases pour les AL). Soit E et F deux ev, de dimension p et n respectivement.
Soit B, B’ deux bases de E et deux bases C, C’ de F. Alors, pour tout u € L(E,F),ona

MatB/,C/ = PC’7~1>C’ MatB,C(M)PBﬁB/
Corollaire 6.5. Soit E un ev de dim p et B, B’ deux bases de E. Pour tout u € L(E), ona:

MatB/(u) = Pl;LB/ MatB(M)PB*)B/

6.2 Similitude
Définition 6.6. Deux matrices A, B € M,(K) sont semblables (et on note A ~ B)si 3P € GL,(K) : B=P~1AP
Remarque : D’apres ce qui précede, A ~ B ssi elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases.

Proposition 6.7. ~ est une relation d’équivalence sur M, (K)

6.3 Equivalence

Définition 6.8. Soit A, B € M, (K).
On dit que A et B sont équivalents s'il existe P € GL,(K) et Q € GL,(K) telles que B = PAQ

Remarque : Deux matrices sont équivalentes ssi elles représentent la méme AL dans deux couples de base.



Proposition 6.9. La relation d’équivalence est une relation d’équivalence.

Théoréme 6.10.
* Deux matrices de M, (K) sont équivalentes ssi elles ont le méme rang.
* Toute matrice de My, (K) de rang r € [0, min(#, p)] est équivalente a

r
Jr = . =) Ex
- k=1

6.4 Rang d’une transposée

Théoréme 6.11. Soit A € M;,(K).
Alorsrg(A) = rg(AT)

Lemme 6.12. B* = (¢, ..., ¢,) est une base de E* (que ’on appelle la base duale de B).

Définition 6.13. Soit A € M,,(K).
Soit I = {i,..., 15} C [Ln]et] = {ji,...,js} C [1,p] telsquei; < .. <igetji <..<Js
On définit alors la matrice extraite :

Ary = (ai)1<k<q € Mgs(K)
1<I<s

Autrement dit, on ne garde que les lignes dont le numéro appartient a I et les colonnes dont le numéro appar-

tienta J.

Théoréme 6.14. Soit A € M, (K).
* Toute matrice extraite de A possede unrang <rg A
* Le rang de A est la taille maximale d"une matrice carrée inversible extraite de A.

6.5 Forme des matrices carrées

Soit E un ev de dimension n et B = (ey, ..., ¢;) une base de E. Examinons des cas ot Matp(u) posséde des
formes remarquables.
D
M
Matg(u) = € Dy (K)
An

signifie Vi € [1,n], u(e;) = Aje;
Matp(u) est diagonalisable ssi B est une base de vecteurs propres de u. On dira que u est diagonalisable s’il
existe une telle base.

2)

"triangulaire par blocs"
Signifie Vi € [1,r], u(e;) € Vect(e;, ..., e;)
Autrement dit, Vect(eq, ..., ¢,) stable sous u.



3)
_(_* (0
Matg(u) = ( 0 = )

Signifie que Vect(ey, ..., ;) et Vect(e,41, ..., e4) sont stables sous u.

"diagonale par blocs"

Autrement dit, u stabilise les deux sev de la décomposition E = Vect(ey, ..., e;) @ Vect(e, 11, ..., en)
4)
* (*)
Mat B(u) = € T,F(K)
(0) *

Signifie que u stabilise tous les sev Vect(ey, ..., e;), pour k € [0,n] qui forment une suite de sev emboités les
uns dans les autres (ce qu’on appelle un drapeau. Ici, on a des sev de toutes les dimensions, donc on parle de

drapeau complet).




